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Аннотация. Рассмотрение задач, связанных с действительно большими данными, неизбежно ведет к 

использованию блочного подхода, который применяется и в теории информации и стохастических 

дифференциальных уравнениях. В качестве естественной метафоры выбраны сигнальные графы – это граф в 

узлах, которого определена спектральная функция, в рассматриваемы примерах это функция цвета (RGB), 

высоты или количество данных. В параллельных вычислениях блок можно ассоциировать с вычислительным 

юнитом (процессором) и рассмотреть задачу максимизации энтропии (производительности). В разрабатываемой 

системе онлайн визуализации и параллельных вычислений для геометрического распараллеливания можно 

реализовать и сравнить стационарный случайный процесс (равновероятные сообщения, реализованные с 

использованием широковещания и миксинов) и установившийся случайный процесс (сообщения точка-точка), 

которые имеют разные аналитические решения, В совокупности это позволяет сделать вывод, что предложенная 

реализация стационарного процесса имеет определенную новизну, кроме того она задувалась как более удобная 

для автоматизированного распараллеливания. Так же рассмотрены задачи автоматической балансировки 

нагрузки (задача интерполяции) и оптимальной масштабируемости параллельных вычислений (задача 

экстраполяции). В области верификации визуализации сделано не так много – предложена визуализация сеток, 

рассматриваемая как параметризованная модель белошумного случайного процесса. Конечно, данную работу 

нельзя считать завершенной, но направление, которое авторы назвали стохастическая семантика очевидно 

является перспективным.. 

 

Ключевые слова: сигнальные графы, динамические системы, балансировка нагрузки, энтропия, визуализация 
цифровой модели поверхности. 

 

Аннотация. Considering problems involving truly big data inevitably leads to the use of a block approach, which is 

used in both information theory and stochastic differential equations. As a natural metaphor, the graph signals were 

chosen. This is a graph in nodes, of which a spectral function is defined, in the examples considered this is a function of 

color (RGB), height or amount of data. In concurrent computing, a block can be associated with a computing unit 

(processor) and consider the problem of entropy (performance) maximization. In the developed on-line visualization and 

concurrent computing system for geometric parallelization, it is possible to implement and compare a stationary random 

process (equiprobable messages implemented using broadcasting and mixins) and a steady-state random process (point-

to-point messages), which have different analytical solutions. Together, this allows concluding that the proposed 

implementation of a stationary process has a certain novelty; in addition, it was intended to be more convenient for 

automated parallelization. The problems of automatic load balancing (interpolation problem) and optimal scalability of 

parallel computing (extrapolation problem) are also considered. Not much has been done in the field of visualization 

verification - mesh visualization has been proposed, considered as a parameterized model of a white-noise random 

process. Of course, this work cannot be considered complete, but the direction that the authors called stochastic semantics 

is obviously promising.  

 

Ключевые слова: graph signals, dynamic systems, load balancing, entropy, visualization of a digital surface model.  

I. Введение 

 

Существует такое теоретическое направление как верификация программного обеспечения (ПО). Поскольку 

визуализация является то же вычислением хотелось бы иметь общую математическую модель верификации как 

для ПО, так и для визуализации. Верификация визуализации – формальное (математическое) доказательства 

правильности визуализации. Разрабатываемые математические модели должны ответить на вопрос правильно ли 

мы решили задачу, поставленную пользователем, оценить качество и эффективность визуализации, перспективы 
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развития современных тенденций в области визуализации. В частности, виртуальной реальности (VR), Web-

визуализация, on-line визуализации, больших данных, параллельных вычислений. 

Для верификации в качестве базовой модели выбраны стохастические дифференциальные уравнениями (СДУ), 

как наиболее общее решение, учитывающие шум, в сочетание с теорией информации. Эту гипотезу назовем 

стохастической семантикой.  

Первоначальной моделью обработки изображения является модель шумоподавления, которая получила широкое 

распространение, в частности, из-за распространения таких пакетов как Стабильная Диффузия, генерирующих 

изображение по тексту. В работе [1] описаны три варианта шумоподавления: 

1. Denoising Diffusion Probabilistic Models (DDPM) - вероятностная диффузионная модель 

шумоподавления; 

2. Noise Conditioned Score Networks (NCSNs) – Оценочные сети с условными шумами: 

3. Stochastic Differential Equations (SDEs) – СДУ, диффузионный процесс. 

Как отмечается, первые две модели являются частным случаем диффузионного процесса, вероятно, которые 

можно получить, воспользовавшись Марковским свойством, чего и не хватает с точки зрения верификации. В 

принципе и для других работ по этой тематике характерен инженерный подход, то есть показывается на 

примерах, что модель рабочая, производится валидация при недостаточной верификации (обычно используется 

правдоподобие). Наибольшее распространение проучил подход оценочные сети с условными шумами. В этой же 

работе сказано, что он используется для решения транспортной задачи, а именно генерации суперразрешения. 

Этот подход также известен как baking (запекание (модель отжига)). Также можно сослаться, например, на 

запекание нормалей в Blender. 

В принципе, те же самые подходы используются или могут применятся и для распознавания речи, но в этом 

случае спектр состоит из фонем, а относительно визуализации спектр – это базис цветов, например, RGB. 

Можно порекомендовать к изучению книгу [2] по обработке изображений на сигнальных графах (частный случай 

СДУ) с достаточно прозрачной математикой. Сигнальный граф – сеть, в узлах которой заданы значения функции, 

следовательно, можно определить операторы дифференцирования в узлах и ребрах графа и перейти к СДУ в 

частных производных. Изначально сигнальные графы применялись в электротехнике, рассматриваемые подходы 

являются задачей автоматического управления, цель которого построить передаточную функцию, например, по 

формуле Мэйсона. Для балансировки нагрузки так же применяется метод диффузии [3].  

В тоже время хотелось бы, чтобы кроме теории присутствовал определенный прагматизм - применение 

моделирования для решения конкретных задач. В этой работе представлены две задачи, одна в области 

параллельных вычислений, другая в области визуализации: формализации динамической системы онлайн 

визуализации и параллельных вычислений (ДС) на сигнальных графах, визуализация сеток как 

параметризованная модель белошумного случайного процесса. 

 

1. Стохастической семантика  

Давайте рассмотрим визуализацию (интерактивный процесс и анимацию) с точки зрения динамических систем. 

Определим визуальный процесс одновременно как параллельный процесс, рассматриваемый как 

взаимодействующие последовательные процессы (Хоара) с точки зрения программирования и как случайный 

процесс с точки зрения математического моделирования. Случайный процесс — параметризованный набор 

(семейство) случайных величин [4]. Но в отличие от типовых моделей СДУ вводятся два линейно независимых 

параметра: количество данных и время (две случайные величины) 𝜔 = 𝜔𝑁 × 𝜔𝑡  , где ×- декартово произведение 

или каррирование в зависимости от модели, теория информации как раз нужна для того, чтобы от произведения 

перейти к сумме, воспользовавшись свойством аддитивности энтропии. То есть случайны процесс определим как 

композицию функций 𝑓(𝑡, 𝑁, 𝜔) = 𝑓𝑡(𝑡, 𝜔𝑡) ∘ 𝑓𝑁(𝑁, 𝜔𝑁), причем количество (объем) данных N может быть сколь 

угодно большим, например, не входит  в оперативную память одного процессора.  

Для верификации программного обеспечения, как и для визуализации наравне с денотацинной семантикой, 

структурами событий можно использовать и СДУ. Стохастическую семантику можно определить, как игровую 

семантику с шумом, а можно сразу использовать СДУ. Хотя эти два подхода эквивалентны и относительно 

программирования рассматривается модель потока данных, но в результате получаются разные математические 

модели. 

В основу верификации положен переход от декларативных определений к формальным (верифицируемым) 

определениям. В работе [5] семиотическое определение метафоры визуализации рассматривается как 

непрерывное отображение исходного множества на целевое множество. При этом в стандартное определение 

метафоры по Лакоффу [6] добавлено только свойство непрерывности. Аналогичным и наиболее известным 

подходом в области верификации программного обеспечения является денотационная семантика Скотта [7]. В 

результате применения аксиоматического (семиотического) подхода к формализации визуализации и 
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параллельной фильтрации данных получен некоторый аналог задачи стохастического управления с 

морфологической неопределенностью. Полученный результат скорее является ментальным (полезным для 

понимания природы явления), чем математическим. В данной работе рассматриваются задачи в рамках 

априорной неопределенности, а именно СДУ и теории информации.  

Рассмотрение задач, связанных с действительно большими данными, неизбежно ведет к использованию блочного 

подхода, который применяется и в теории информации и стохастических дифференциальных уравнениях. 

Большие данные - предельный (на данный момент) случай обработки данных, при котором универсальные 

подходы к анализу и визуализации не работают или неэффективны. Тогда в качестве больших данных могут 

рассматриваться многомерные и многокатегориальные данные, данные большого объема, данные с неполной 

информацией (модель с неопределенностью). Предельный случай формирует вызовы, на которые необходимо 

ответить, чтобы двигаться дальше. Решение возникающих проблем приводит к тому, что сегодняшние “большие 

данные” завтра становятся нормой [8]. При анализе и визуализации больших данных рассмотрение предельной 

неопределенности – неопределенности, которая имеет конечный предел в конкретной метризуемой топологии, 

является вынужденным. Поскольку разрабатываются вычислимые модели, поясним это определение на примере 

вычислимой функции, в определение которой используется специальный элемент, означающий 

неопределённость, соответствующая случаю, когда алгоритм зависает. Поскольку рассматривается процесс 

алгоритм не может зависнуть, он всегда интерактивно разрешается в результате отладки правильности и 

эффективности программы. Почему же до сих пор не предложена асимптотическая теория алгоритмов или 

автоматов, появление которой прогнозировал Р. Л. Стратонович? 

 II. Постановка задачи 

Параллельные вычисления являются генератором больших данных. В ряде случаев, в место того чтобы хранить 

все данные, предпочтительнее их обработать средствами визуальной аналитики и принять решение нужны ли эти 

данные, как следствие, возникает потребность в реализации онлайн визуализации. А если необходимо хранить 

данные, то их надо размешать не на клиенте, а в облаке или на параллельной файловой системе, как следствие, 

возникает потребность в реализации удаленной визуализации. Задачи онлайн и удаленной визуализации 

архитектурно очень близки, поэтому должна существовать единая среда разработки таких программ. Как уже 

отмечалось, визуализация является то же вычислением, поэтому разрабатывается среда онлайн визуализации и 

параллельных вычислений. В работе [9] основное внимание уделено валидации этой среды, в том числе задаче 

балансировки нагрузки средствами визуальной аналитики. В данном случае речь пойдет о верификации, а именно 

о формализации динамической системы онлайн визуализации и параллельных вычислений. Основное внимание 

уделено оценке эффективности параллельных программ, учитывающая количество данных, а именно 

рассматриваются задачи максимизации энтропии для блоковых моделей, где блок – процессор имеет физические 

и логические уровни. 

Прежде чем перейти к формализации, перечислим основные спецификации среды онлайн визуализации и 

параллельных вычислений: 

1. Универсальная система онлайн визуализации и параллельных вычислений; 

2. Динамическая система: 

3. Применимость параметрических (параметризованных) моделей, в том числе управление через 

параметры. 

Во –первых. технически визуализация является вычислением (конечно, с некоторыми особенностями), поэтому 

можно предложить некий универсальный способ программирования, включая язык программирования, который 

позволит эффективно реализовывать алгоритмы визуализации, их связь с параллельными вычислительными 

программами, а также сами эти программы, то есть произвольные вычислительные алгоритмы. 

Во-вторых, эта среда построена вокруг идеи представления параллельного процесса вычисления в 

форме множества зависимых задач [4]. Зависимость задач означает, что входные аргументы 

для некоторой задачи определяются результатами вычисления других задач. Список задач и зависимостей между 

ними определяется пользовательским алгоритмом, который может иметь как форму конечного вычисления, так 

и случайного процесса. Задержки, возникающие перед приемом и передачей данных, будем рассматривать как 

шум, который в идеале стремится к нулю. Задачи поступают на вход процессу планирования, который 

определяет, на каком вычислительном узле следует выполнять ту или иную задачу. Затем, по мере разрешения 

зависимостей, задачи выполняются. Естественно, что от качества используемого алгоритма планирования 

зависит эффективность всего параллельного вычисления. Соответствие задачи узлу будем называть назначением. 

Набор таких назначений и зависимости между задачами будем называть планом выполнения. Подчеркнем, что 

план выполнения строится во времени, по мере поступления задач и их аргументов (данных). В итоге в работе 

[9] опытным путем предложена формула балансировки нагрузки, одна из задач данной работы показать, что 
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формула соответствует задачи интерполяции на сигнальных графах [2]. Для которых должно быть определено 

значение функции в узлах. Это функцию можно рассматривать как зависящею от времени, но реальное значение 

времени передачи данных можно получить только после определенного шага выполнения программы, то есть 

офлайн, что неприемлемо. Поэтому в данном случае рассматривается функция, зависящая от количества данных 

(аналогично вычислительной сложности). Действительно сложность параллельного алгоритма задается иногда 

как отношение сложности передачи данных к сложности последовательного алгоритма, например, как 𝑂(𝑁2)/

𝑂(𝑁3). Конечно, это грубая экспертная оценка. Возникает вопрос: можно ли уточнить эту оценку, например, 

определив передаточную функцию через каноническое разложение, например, Тейлора? 

В-третьих, наиболее важной особенностью среды онлайн визуализации и параллельных вычислений является 

возможность управления как вычислениями, так и визуализацией через параметры. Например, параллельный 

рендеринг можно организовать не как цикл, зависящий от положения камеры, а как реактивное вычисление. 

Подобные подходы не только экономят память, но и востребованы для исследовательских задач, кроме того они 

формализуемы с применением СДУ. В качестве примера, будет рассмотрена визуализация сеток как 

параметризованная модель белошумного случайного процесса. В частности, для визуализация цифровой модели 

поверхности. 

А теперь перейдем к формализация динамической системы онлайн визуализации и параллельных вычислений. 

Кроме формального описания этой автоматизированной системы программирования, как уже отмечалось, нас 

интересуют две задачи: автоматическая балансировка нагрузки и оценка эффективности параллельных 

вычислений, учитывающая количество данных. 

III. Теория 

1. Формальное описание динамической системы онлайн визуализации и параллельных вычислений 

Давайте рассмотрим конструкцию универсальной алгебры, которую назовем структурой процессов: 𝑃𝔘(ℕ,+,∘

, 𝑡{𝜔𝑖}), где ℕ – множество натуральных чисел, на которое отображаются идентификаторы объектов, 𝑡{𝜔𝑖} – 

логическое время, зависящее от списка случайных событий. 

Цель автоматической балансировки нагрузки определим следующим образом: для любого процесса pu из 

структуры процессов построить бинарное гомоморфное отображение G – сигнальный граф, который отображает 

процесс на CO-OPN (Concurrent Object-Oriented Petri Nets [11]) с минимальным шумом (задержками): 𝐺: 𝑝𝑢 →

𝐶𝑂 − 𝑂𝑃𝑁 . 

CO-OPN –параллельная объектно-ориентированная сеть Петри, один из вариантов алгебраической сети Петри. 

Сеть Петри - дискретная динамическая система (направленный двудольный граф), специально придуманная для 

параллельных вычислений. Поскольку любое дерево, включая синтаксическое дерево, представимо в виде 

двудольного направленного графа, гомоморфный образ этого отображения G ничем другим кроме модификаций 

сетей Петри являться не может. Мотивацией применения сигнальных графов является получение автономной 

системы дифференциальных уравнений. Аналогичным подходом к применению сигнальных графов является 

графо-символическое программирование [12]. (Можно привести и другие примеры автоматизации 

программирования на графах, например, информационные графы, вероятно список работ по данной тематике 

неограничен, но авторы делают акцент не на программирование, а на формализацию, в частности на развитие 

теории вычислительной сложности для параллельных вычислений). На наш взгляд, введения типа дуги 

(последовательная, параллельная, терминирующая) является лишним поскольку есть понятие пути графа. С 

точки зрения автоматизации программирования и с целью избегания излишнего копирования данных, а 

возможно и попадания в кэш должно выполнятся правило (функция цены) максимизации пути сигнального графа 

(графа задач) на каждом процессоре. В сети Петри есть понятие перехода аналогично в графо-символическом 

программирование используется метка предиката, а в ДС динамической системе онлайн визуализации и 

параллельных вычислений на нижнем уровне реализованы стандартные языковые конструкции фьючерсы 

(обещания) и миксины (примеси), но в параллельном варианте. Обещание – это предикат, зависящий от типа 

данных (параметров объекта), в данном случае, есть прямая аналогия с раскрашенными функциональными 

сетями Петри. Примесь– это предикат, зависящий от номера процессора, следовательно, зависящий от схемы 

распараллеливания. В контексте больших данных реализация примесей является существенным дополнением к 

сетям Петри. Далее будет показано, что с точки зрения теории информации эффективная реализация примесей 

должна основываться на широковещание и векторной маршрутизации потоков (буферизации сообщений). 

Некоторые примеры примесей также будут приведены. 

Логическое время определяет порядок событий. В ДС возможны два типа событий – реактивные вычисления и 

обмен сообщениями. Поскольку энтропия является аддитивной, то с точки зрения теории информации эти две 

задачи можно рассматривать независимо, например, можно ввести два логических времени. Хотя авторов 
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интересует формализация задач, связанных с обменом сообщениями, немного остановимся на реактивных 

вычислениях. 

В реактивных вычислениях случайным событием является (онлайн или офлайн) изменение значения параметра. 

По аналогии с абстрактными типами данных, такой подход, авторы, называют абстрагированием параметров 

Самой простой реализацией онлайн визуализации, но вероятно не самой эффективной, является офлайн 

изменение параметра (nо есть все данные текущей итерации находятся на клиенте, пока пользователь занимается 

визуальной аналитикой, на вычислителе можно посчитать следующую итерацию), поскольку нет проблемы с 

установлением порядка событий (то есть можно ввести два ортогональных логических времени). Формально 

абстрагирование параметров можно рассматривать как лямбда аппликацию и применять, например, аппарат 

теории категорий. Хотя монада определяется как функтор с дополнительной структурой в контексте больших 

данных между ними существуют принципиальные отличия. Для функторов не существует проблемы 

асимптотической сходимости, достаточно, чтобы параметры были линейно независимыми или чтобы 

выполнялось свойство мультипликативности (в теории категорий используют термин каррирование). Для монад 

можно рассматривать сходимость, если определен повторный интеграл через кратный интеграл, например, для 

решеток, кривых, заполняющих пространство, мозаик, случайных графов, иначе редукция синтаксического 

дерева или графа задач – это задача дискретной оптимизации на графах. Фактически в ДС обещание – это монада. 

Таким образом, структура процессов является не просто конструкцией универсальной алгебры, а алгебраической 

системой, Ее сигнатурой называется набор функциональных и предикатных символов с их арностями. 

Задачи, связанные с обменом сообщениями, будут рассмотрены с позиции априорной неопределенности, хотя 

авторы и предполагают ответ. Так оценка эффективности параллельных вычислений - это неоднородная задача 

Марковского управления, где правая часть уравнения равна количеству блоков (процессоров) в блочной модели. 

А задача автоматической балансировки нагрузки (алгоритм планирования) соответствует задаче интерполяции 

на сигнальных графах. Алгоритм планирования - это алгоритм, который выбирает, на каком исполнителе 

(однопоточный процесс уровня ОС) следует выполнять ту или иную задачу. Поскольку объем оперативной 

памяти на разных классах процессоров разный (заранее не известен), то как решение можно рассматривать 

транспортную задачу, например, с переменным числом выходов. Вроде бы существует решение этой постановки, 

как задачи автоматического управления – построения передаточной функции с использованием полинома 

Гурвица, но в ДС применяется другой подход, если памяти не хватает, то задача переносится на другой 

исполнитель, в результате возможна разбалансировка нагрузки.  В целях обобщения моделирования далее 

исполнителя будем называть процессором. 

 

2. Задача автоматической балансировки нагрузки 

Давайте рассмотрим задачу интерполяции на сигнальных графах.  Для начала в области визуализации «pис. 1». 

Пусть функция 𝑓0: 𝒱0 → ℝ , где 𝒱0 ⊂ 𝒱 подмножество вершин графа с известными значениями. Задача 

интерполяции сводится к рассмотрению уравнения: ∆𝑓(𝑣𝑖) = 0 на 𝒱\𝒱0. В первоисточнике [2] Лапласиан 

задается специфическим образом для изотропного и анизотропного диффузионного процесса, что для 

дальнейших рассуждений не существенно. В работе рассмотрены простые примеры распараллеливания - 

изотропные диффузионные процессы. Авторы считают, что такие примеры распараллеливания как: задачи 

дискретной оптимизации на графах и решение СЛАУ методом Холецкого являются анизотропными 

диффузионными процессами. 

 
Рис. 1. Схема интерполяции [2] 

Алгоритм планирования должен динамически распределить граф задач по процессорам, так чтобы они не 

простаивали. Для задачи [13] распараллеливания одномерного массива на линейке процессоров с теневой гранью 

шириной в единицу, то есть на каждом шаге итерации вычислялась функция: 𝑓(𝑚𝑢[𝑖 − 1],𝑚𝑢[𝑖],𝑚𝑢[𝑖 + 1], 𝜎), 

𝜎 –среднее значение функции на предыдущем шаге. Опытным путем в сочетание с визуальной аналитикой была 

получена следующая формула балансировки нагрузки [9]: 

𝐸𝑖 = |𝒱𝑖\𝒱𝑖
0| + 𝑘𝑙𝑛(𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒𝑖),                                                                
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где математическое ожидание нагрузки процессоров - средние значение нагрузки 𝑖-процессора 𝐸𝑖 (очередная 

задача назначается исполнителю с наименьшим значением 𝐸𝑖), |𝒱𝑖\𝒱𝑖
0|  - количество аргументов задачи 

отсутствующих в кэше исполнителя, 𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒𝑖 - текущий размер списка назначенных и пока нерешенных заданий 

(очереди сообщений). Вычислительная сложность пирамидальной (оптимальной) обработки очереди имеет 

логарифмическую зависимость. Одной из проблем являлось подбор коэффициента  𝑘 = 0.1. Можно 

предположить, что он является характеристикой архитектуры распараллеливания и равен отношению 

(физической) пропускной способности канала к скорости вычисления процессора. 

Чтобы перейти к общему случаю, давайте рассмотрим другую схему геометрического распараллеливания: задано 

равномерное распределения данных (двумерного массива) по процессорам, 𝑁 × 𝑁  - количество данных на 

каждом процессоре, 𝑁 – переменный параметр, 𝑓𝑖 = 𝑁
2 ,  ∇𝑓𝑖=2N . Задачу интерполяции для балансировки 

нагрузки запишем в следующем виде: 

∇𝐸𝑖 = ∇|2𝑁(𝒱𝑖\𝒱𝑖
0)| + ∇𝑘𝑙𝑛(𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒𝑖) = 0. 

Очевидно, что для рассматриваемого примера 2N – длина сообщения. В соответствии с Марковским свойством 

диффузионных процессов  [4] lim
𝑖→∞

∇𝑘𝑙𝑛(𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒𝑖) = 0 (то есть рассматривается белый шум, общее название - 

задача Пуассона,  другое слагаемое соответствует задаче Дирихле). 

Стохастический процесс обладает Марковским свойством, если условное распределение вероятностей будущих 

состояний процесса зависит только от нынешнего состояния, а не от последовательности событий, которые 

предшествовали этому. 

Вместо математической формулировки Марковского свойства достаточно ссылки на следующий пример. 

Пример 7.3.4. Броуновское n-мерное движение, конечно, является решением стохастического 

дифференциального уравнения: 𝑑𝑋𝑡 = 𝑑𝐵𝑡 . 

Таким образом, производящий оператор 𝐴 процесса 𝐵𝑡  (броуновское n-мерное движение) имеет вид: 

𝐴𝑓 =
1

2
Δ𝑓. 

Для общего случая достаточно правдоподобно выглядит следующая формула балансировки нагрузки:  

𝐸𝑖 = |𝑑 ∗ ∇𝑓𝑖(𝒱𝑖\𝒱𝑖
0)| + 𝑘𝑙𝑛(𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒𝑖), 

где 𝑑 – ширина теневой грани,  𝒱𝑖\𝒱𝑖
0 – количество ожидаемых сообщений, а не. количество аргументов задачи 

отсутствующих в кэше исполнителя, поскольку в целях оптимизации необходимо использовать буферизацию 

сообщений. 

Актуальным направлением в программирование является векторная маршрутизация потоков. Кратко 

остановимся только на буферизации сообщений. На практике нужно рассматривать среднюю длину сообщения 

в количестве буферов (полезный размер буфера является константой). Очевидно, что буферизация коротких 

сообщений значительно увеличивает скорость обменов, а для длинных сообщений она не хуже, следовательно, 

для сообщений произвольной длины также выгодно использовать буферизацию. Поскольку командам 

синхронизации свойственна высокая латентность коротких сообщения, а буферизация не всегда возможна, то 

возникает желание отказаться от синхронизации, далее будут рассмотрены недетерминированные сообщения. 

Хотя формула балансировки нагрузки выглядит достаточно правдоподобно сточки зрения эксперта 

программиста, авторы обещали рассмотреть поставленные задачи в рамках априорной неопределенности, а 

именно СДУ и теории информации. 

 

3. Теории информации и модель обмена сообщениями 

При любой формализации неизбежна определенная идеализация. Хотя авторы акцентируют внимание на модели 

обмена сообщениями, эта модель применима и для других параллельных архитектур: для общей памяти и 

ускорителей, с несущественными дополнениями. Моделирование основано на применение монографии Р. Л. 

Стратоновича: “Теория информации” [14], который принципиально отказался от использования специальных 

терминов теории информации с целью обобщения ее и термодинамики. Авторы напротив намерены пояснять 

некоторые формулы в терминах теории информации и СДУ. Р. Л. Стратонович рассматривал кодирование 

/(передачу) информации, авторы рассматривают передачу (обмен) сообщениями, что в принципе одно и тоже. 

Максимальное значение энтропии называется пропускной способностью (информационной емкостью) канала 

(вычислителя, параллельной программы) без помех. Рассмотрим задачу максимизации энтропии 

(производительности) при максимизации пути сигнального графа на каждом процессоре, которая, действительно, 

напоминает постановку транспортной задачи дробно-линейного программирования: максимизация 

паросочетаний при максимизации потока. 

Понятие “сообщения” без ущерба для теории можно заменить на понятие “случайной величины”, понятие 

“последовательности сообщений” на “случайный процесс”. Так количество информации в контексте теории 

вероятности представляется в виде средней энтропии: 
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𝐼 = 𝐻𝜉 = −∑ 𝑃(𝜉)𝑙𝑛𝑃(𝜉)𝜉 , 

где 𝜉 – дискретная случайная величина, а 𝑃(𝜉) – ее распределение вероятности. 

Эта формула является следствием (в асимптотическом смыли) формулы Хартли, для неравновероятных событий, 

которая в виде случайной энтропии (то есть энтропия - случайная величина) представлена как: 

𝐻(𝜉) = −𝑙𝑛𝑃(𝜉), 

с условием нормировки - ∑ 𝑃(𝜉) = 1𝜉 . 

Естественно, средняя энтропия является средним значением случайных энтропий: 

𝐻𝜉 = 𝑀𝐻(𝜉). 

Авторы предпочли бы изложение теории информации сразу в терминах СДУ. Так в случае непрерывной 

случайной величины можно ли вместо суммы использовать интеграл Ито, ведь известно, что дифференциальная 

энтропия неограничена? И решение тоже известно: надо рассматривать нормализованную энтропию, которую в 

контексте нечетких множеств называют невероятностной энтропией, или: надо рассматривать производную 

Радона-Никодима. 

При определении структуры процессов ранее упоминалось свойство аддитивности энтропии. 

Теорема 1.3. Если случайные величины 𝜉1, 𝜉2 независимы, то полная (совместная) энтропия 𝐻𝜉1,𝜉2  распадается на 

сумму энтропий: 

𝐻𝜉1,𝜉2 = 𝐻𝜉1, + 𝐻𝜉2 . 

Теорема 1.4. Энтропия обладает свойством иерархической аддитивности: 

𝐻𝜉1,…,𝜉𝑛 = 𝐻𝜉1 + 𝐻𝜉2|𝜉1 +…+ 𝐻𝜉𝑛|𝜉1,…,𝜉𝑛−1 , где 𝐻𝜉2|𝜉1  – условная энтропия. 

Это свойство в практическом плане используется при реализации миксинов. Рассмотрим задачу для которой надо 

посчитать 𝑀𝑓𝑖, где 𝑓𝑖 – среднее значение функции на 𝑖-процессоре. Исходя из последовательного варианта с 

целью повышения эффективности можно предложить попарное пирамидальное суммирование, но в этом случае 

сообщения будут точка-точка, то есть неравновероятными, а канал несимметричным. Возможно для небольшого 

числа процессоров этот вариант будет более эффективным, чем реализация с учетом свойства иерархической 

аддитивности: Используя широковещание, суммирование надо вести на каждом процессоре, при этом дерево 

выбора на каждом процессоре будет свое, но условная энтропия на каждом процессоре все равно будет стремится 

к нулю. Данная схема распараллеливания близка к схеме мастер-рабочий без синхронизации, для которой 

каждый процессор является и мастером, и рабочим. 

Для реализации дерева выбора каждый процессор как минимум должен иметь два (физических) 

двунаправленных канала связи., где k - количество каналов процессора аналогично числу букв алфавита (для 

многоядерной архитектуры k - количество ядер, но дерево выбора направлено в другую сторону, аналогично 

пирамидальному суммированию). Кроме того, существует не совсем корректное мнение, что результат 

суммирования зависит от порядка суммирования, в случае энтропийной устойчивости все реализации 

суммирования будут приблизительно равны. 

Закон Амдала иллюстрирует ограничение роста производительности вычислительной системы с увеличением 

количества вычислителей (процессоров), который по формулировке является хорошо изученным 

распределением Бернулли. То есть закон Амдала является частным случаем с точки зрения теории информации 

и не учитывает обмен сообщениями. Благодаря свойству аддитивности энтропии эти две задачи можно 

рассматривать независимо. Кроме того, для геометрического распараллеливания при фиксированном количестве 

данных доля последовательных вычислений обратно пропорциональна количеству процессоров, то есть 

стремится к нулю при количестве процессоров стремящимся к бесконечности, следовательно, при оценке 

производительности надо учитывать только обмен сообщениями. При рассмотрении общего случая понадобится 

не только равноправность процессоров, но и равновероятность сообщений (асинхронные недетерминированные 

сообщения, стационарный процесс по количеству процессоров). Поскольку наибольшие распространение 

получила кластерная архитектура, в которой обмены осуществляются через общую шину (можно рассматривать 

и k-дерево), то подобная идеализация оправдана, кроме того каналы являются двусторонними, то можно считать, 

что длина пути для асинхронных сообщений равна единице, а для синхронизированных обменов она равна двум. 

Длина пути -  это константа, зависящая от типа сообщения и архитектуры вычислителя, на которую надо 

умножить, среднею длину сообщения. 

На самом деле равновероятность сообщений не обязательна. Можно рассматривать детерминированные 

сообщения (установившийся процесс), например, решетка данных на решетке процессоров, но это достаточно 

узкий класс задач. Перспективой расширения класса задач является рассмотрение анизотропных диффузионных 

процессов и кратных интегралов. 

Дать общую формулировку свойства асимптотической эквивалентности неравновероятных возможностей 

(сообщений) равновероятным помогает понятие энтропийной устойчивости семейства случайных величин. 



Scientific Visualization and Visual Analytics                                                                                            GraphiCon 2024 

________________________________________________________________________________________________ 

334                                                                                                        17–19 September 2024, Omsk, Russia 

Семейство случайных величин {𝜂𝑛} является энтропийно устойчивым, если отношение 𝐻(𝜂𝑛)/𝐻𝜂𝑛  при 𝑛 → ∞ 

сходится по вероятности к единице. Это значит, что каковы бы не были  𝜀 > 0,  𝜂 > 0 найдется такое, 𝑁(𝜀, 𝜂) что 

будет выполнено неравенство: 

𝑃{|𝐻(𝜂𝑛) 𝐻𝜂𝑛⁄ − 1| ≥ 𝜀} ⋖ 𝜂  , 

при любом 𝑛 > 𝑁(𝜀, 𝜂). 

В определении подразумевается, что все 0 < 𝐻𝜂𝑛 < ∞ и 𝐻𝜂𝑛  не убывает сростом 𝑛.Обычно 𝐻𝜂𝑛 → ∞. 

Факт асимптотической равновероятности можно сформулировать при помощи понятия энтропийной 

устойчивости в виде следующей теоремы. 

Теорема 1.9. Если семейство случайных величин {𝜂𝑛} является энтропийно устойчивым, то множество 

реализаций каждой случайной величины можно разбить на два подмножества 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 таким образом, что 

1. Суммарная вероятность подмножества 𝐴𝑛 исчезает: 

𝑃(𝐴𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞; 

2. Реализации второго подмножества 𝐵𝑛 становятся относительно равновероятными в смысле соотношения 

|
𝑙𝑛𝑃(𝜂)−𝑖𝑛𝑃(𝜂′)

𝑙𝑛𝑃(𝜂
| → 0 при 𝑛 → ∞, 𝜂 ∈ 𝐵𝑛, 𝜂′ ∈ 𝐵𝑛; 

3. Число 𝑀𝑛 реализаций множества 𝐵𝑛 связано с энтропией 𝐻𝜂𝑛 соотношением 

𝑙𝑛𝑀𝑛 𝐻𝜂𝑛⁄ → 1 при 𝑛 → ∞. 

Приведем некоторые комментарии относительно энтропийной устойчивости. С точки зрения СДУ определение 

энтропийной устойчивости можно рассматривать как обобщение интеграла Ито через предел по вероятности: 

Отношение 𝐻(𝜂𝑛) 𝐻𝜂𝑛⁄  – относительная энтропия или расстояние Кульбака-Лейблера для равномерного 

распределения. В этом случае используется обозначение 𝐻𝜉
𝑃/𝑄

. 

В теории информации основное внимание уделено текущему кодированию, но также рассмотрен и другой 

подход, который можно назвать блочным. При нем подлежит кодировке конечная совокупность (блок) 

элементарных сообщений. Если блок является энтропийно устойчивой величиной, то вероятность потери части 

реализаций сообщений достаточно мала. Как уже отмечалось вместо кодировки сообщений можно рассматривать 

передачу сообщений, а также максимальное значение энтропии называется пропускной способностью канала без 

помех. Рассмотрим задачу максимизации энтропии в случае блочного подхода. В качестве комментария отметим, 

что эта задача эквивалентна задачи минимизации расстояние Кульбака-Лейблера, также ее называют задачей 

максимального правдоподобия. В нашей интерпретации блок – это процессор, который должен быть энтропийно 

устойчивым, то есть ПРОЦЕССОР=МАРКОВСКИЙ ПРОЦЕСС, с учетом аппаратной и программной реализаций 

так же, как и весь вычислитель.  Если рассматривать задачу отказоустойчивости для Марковского процесса, то 

для ее реализации достаточно одного дополнительного процессора (средняя вероятность выхода из строя одного 

процессора очень мала), причем события, связанные с заменой одного процессора на другой, не влияют на 

производительность вычислений (без учета сохранения и восстановления данных). 

Часть задачи, реализуемая на процессоре (блоке), должна быть Марковским процессом. 

Приведем некоторые примеры блочных Марковских процессов. 

Авторы постоянно ссылаются на геометрическое распараллеливание, поскольку в этом случае интерпретация 

является достаточно наглядной. Данные расположенные в блоке являются открытым множеством, поскольку 

есть теневые грани. Суммарная мера на границе множества должна быть меньше меры внутренности множества, 

по сути это вариант неравенства Чебышева, активно используемом при доказательстве теорем. 

В принципе можно рассматривать граф (задач на процессоре) достаточно произвольной структуры. Без умаления 

общности можно рассмотреть производную Радона-Никодима, введя две меры, а, следовательно, и случайный 

процесс: 

𝐸 ≤ 𝑋 →
1

𝑋
≤

1

𝐸(𝑋)
≪ 1, 

где X – мера определенная в узлах графа и зависящая от их количества, E – мера, определенная на дугах 

(границах) графа. 

Эти соотношения справедливы и для сигнальных графов, например, количество ближайших соседних вершин.  

И применимо и в других областях знаний, например, для визуализации графом, в частности антологии знаний. 

“Для гиперграфа h с заданным набором узлов 𝑋, заданным набором ребер 𝐸 и набором соответствующих 

значений матрицы инцидентности {𝑎} информация 𝐼(h) имеет следующий вид [15]”: 

𝐼(ℎ) =
1

|𝑋|
𝑙𝑜𝑔|{𝑎}||𝐸|. 

Хотя матрица инцидентности используется для редукции графов, включая сети Петри, на взгляд авторов, 

использование определителя матрицы инцидентности в основание логарифма не обосновано. 

Распишем задачу минимизации расстояния Кульбака-Лейблера: 
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lim
𝑋→∞

𝐷𝐾𝐿 (
1
𝑋
|
1

𝐸(𝑋)
) =∑ 𝑙𝑖𝑚

𝑋→∞

1

𝑋
ln (
𝐸(𝑋)

𝑋
) =∑ 𝑙𝑖𝑚

𝑋→∞

1

𝑋
𝑙𝑛(𝐸(𝑋)) −∑ 𝑙𝑖𝑚

𝑋→∞

1

𝑋
𝑙𝑛(𝑋) =∑(𝐼(ℎ) − 0) 

Фактически I(h) – относительная энтропия, а условная энтропия стремится к нулю. 

Известным примером является случай, когда, дерево выбора ограничено сверху k-деревом, в теории информации 

получившим название – оптимальное кодирование дешифруемых кодов Крафта. 

Теорема 2.3. Можно указать такой способ кодирования (передачи) равнораспределённых независимых 

сообщений, что 

𝑙ср <
𝐻𝜉

𝑙𝑛𝐷
+ 1. 

В нашей интерпретации 𝑙ср – средняя длина пути между узлами вычислителя, D – количество каналов процессора 

(в оригинале количество букв в алфавите). В случае обмена сообщениями через общую шину можно считать, что 

𝐷 = ∞, следовательно, средняя длина пути между узлами вычислителя равна единицы, что соответствует 

экспертному подходу. В случае блочного подхода применима следующая теорема. 

Теорема 2.4. Существуют такие способы кодирования бесконечного сообщения, что средняя длина 

элементарного сообщения может быть сделана сколь угодно близкой к 
𝐻𝜉

𝑙𝑛𝐷
. 

Подобные оценки для средней длины пути применимы не только для аппаратной архитектуры вычислителя, но 

и на логическом уровне для графов в пространстве 𝑅𝐷. Полезными ссылками являются: внеядерные алгоритмы 

(реструктуризация данных по k-дереву) [16]; Полиномиальная приближенная схема для задачи о цикловом 

покрытии графа фиксированного размера k в евклидовом пространстве произвольной фиксированной 

размерности (дискретная оптимизация) [17]. 

Поскольку процессор сам с собой не обменивается сообщениями, можно ввести понятие субэнтропии, например, 

для равновероятных сообщений, аналогично определению субфакториала. Субфакториал !n определяется как 

количество беспорядков порядка n, то есть перестановок n-элементного множества без неподвижных точек  В 

случае асимптотической сходимости равновероятность сообщений не обязательна как и рассмотрения 

субэнтропии. В работе [18] показано, что в классической теории информации субэнтропия двойственная 

субэнтропии фон Неймана, определенная через перестановки попарной разности собственных значений, является 

точной нижней границей пропускной способности канала и ее вычисление соответствует задаче минимизации 

расстояния Кульбака-Лейблера. 

В зависимости от задачи длина сообщения между разными процессорами может быть не одинаковой. В этом 

случае основной характеристикой является средняя длина сообщения. Рассмотрим прямой способ вычисления 

максимальной энтропии для этого примера, что соответствует параграфу 3.1. Пусть имеются 𝑚 процессоров 

𝑉1, … , 𝑉𝑚, которые передают сообщения соответственно длиной 𝑙(1), … , 𝑙(𝑚). Суммарная длина сообщения будет 

𝐿 = 𝑙(1) + ⋯+ 𝑙(𝑚) = 𝑙ср𝑚. Зафиксируем эту длину и будем подсчитывать число 𝑀(𝐿) различных реализаций 

данной длины. Максимальная информация достигается, когда все из 𝑀(𝐿) возможностей равновероятны. При 

этом 
𝐻𝐿

𝐿
=
𝑙𝑛𝑀(𝐿)

𝐿
. 

Взяв придел при 𝐿 → ∞ получим энтропию, рассчитанную на единицу длины. То есть достаточно рассмотреть 

решение в случае асимптотической сходимости линейного однородного уравнения, которое имеет вид: 𝑀(𝐿) =

𝐶𝑒𝜆𝐿. Решение имеет единственный корень с максимальной действительной частью 𝜆𝑚. И так число различных 

реализаций длины 𝐿 имеет вид: 

𝑀(𝐿) ≈ 𝐶𝑚𝑒
𝜆𝑚𝐿. 

Тот же самый результат можно получить из решения первой вариационной задачи. Ограничимся только 

рассмотрением дискретного канала без помех (общей постановкой задачи). Система [𝑌, 𝑐(𝑦), 𝛼] полностью 

характеризует дискретный канала без помех, 𝑦 ∈ 𝑌, функция штрафов - 𝑐(𝑦) ≤ 𝛼 (микроканоническое 

распределение). В частности 𝑐(𝑦) ≤ 𝐿. Удобнее рассматривать каноническое распределение: ∑𝑐(𝑦)𝑃(𝑦) ≤ 𝛼. 

Пропускную способность C или информационную емкость канала [𝑌, 𝑐(𝑦), 𝛼] определим, как максимальное 

значение энтропии С = sup
𝑃(𝑦)

𝐻𝑦. Таким образом пропускная способность канала определена как решение 

вариационной задачи. Отметим, что она эквивалентно задачи минимизации рисков (временных задержек). 

Эквивалентность микроканонического и канонического распределений доказана. В контексте данной работы 

закон Амдала – это микроканоническое распределение, а соответствующим ему каноническим распределением 

является распределение Бернулли. Также подчеркнем, что рассматривается задача максимизации 

производительности (энтропии) параллельных вычислений. 

В качестве иллюстрации важности средней длины сообщения приведем пример поведения производительности 

параллельной программы при фиксированном количестве данных и переменном количестве процессоров. При 
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росте количества процессоров средняя длина сообщения в количестве буферов может уменьшится на единицу, в 

следствие экспоненциальной зависимости от длины сообщения, должен наблюдаться скачек 

производительности. Таким образом, длина сообщения может зависеть, так же как и доля последовательных 

вычислений, от количества процессоров (переменного параметра по сути аналогичного времени). Следовательно, 

надо рассматривать решение линейного неоднородного уравнения, а для начала выписать функцию штрафов. 

 

4. Оптимальная масштабируемость параллельных вычислений (блочный подход) 

В контексте высокопроизводительных вычислений существует два показателя масштабируемости: 

1. Сильная масштабируемость — показывает, как меняется время решения задачи с увеличением количества 

процессоров (или вычислительных узлов) при неизменном общем объёме задачи; 

2. Слабая масштабируемость — показывает, как меняется время решения задачи с увеличением количества 

процессоров (узлов) при неизменном объёме задачи для одного процессора (или узла) 

Оптимальная масштабируемость (оценка производительности параллельных вычислений, учитывающая как 

количество данных, так и количество процессоров) - это неоднородная задача Марковского управления, где 

правая часть уравнения равна количеству блоков (процессоров) в блочной модели. Конечно, это очередная 

правдоподобная гипотеза 

Под оптимальной масштабируемостью будем понимать случай, когда пропускная способность канала 

определена как решение вариационной задачи, то есть энтропию можно выписать в явном виде. Для начала надо 

определить функцию штрафов (для дискретного канала), зависящую от двух параметров количества данных и 

количества процессоров – p: 

𝑐(𝑁, 𝑝) = 𝑠 ∑ 𝑙𝑖(𝑁, 𝑝) + ∑ 𝛼𝑖(𝑁, 𝑝)
𝑝
𝑖=1

𝑝
𝑖=1 , 

где 𝛼𝑖 – доля последовательных вычислений итого процессора, 𝑠 – средняя длина пути (напомним, что для 

равновероятных сообщений она равна единице). Кроме того, ранее предполагалось использование сигнальных 

графов, как развитие идей вычислительной сложности, то есть 𝑙𝑖(𝑁, 𝑝) = ∇𝑓𝑖(𝑁, 𝑝), что приведет к рассмотрению 

второй вариационной задачи.  

Далее постараемся найти подобную функцию штрафов в теории информации. Процитируем параграф 3.5 – метод 

потенциалов в случае большого числа параметров: “Функция штрафов зависит от числового параметра и является 

дифференцируемой по этому параметру.”   В нашем случае по количеству процессоров (блоков) – p. Авторы не 

видят большого смысла переписывания известных формул в других обозначениях. Все же приведем одно 

определение. Функция 

𝐵(𝑁) = −
𝜕𝑐(𝑁, 𝑝)

𝜕𝑝
 

называется случайным внутренним (эндогенный) термодинамическим параметром, сопряженным с внешним 

(экзогенный) параметром p. Далее в том же параграфе рассмотрен пример с двумя случайными переменными, в 

нашем случае это длина сообщения и доля последовательных вычислений, которые находятся из решения 

системы двух уравнений с двумя неизвестными. Таким образом аналитическое решение рассматриваемой задачи 

известно. 

Аналитическое решение может, например, использоваться для определения помех в вычислителе. 

Следовательно, возникает потребность в разработке адекватных моделей обработки статистических данных 

производительности параллельных вычислений в том числе и для следующей задачи. До сих пор 

рассматривались только стационарные процессы. Используя миксины, в ДС для графа задач можно реализовать 

стационарный процесс с некоторыми накладными расходами относительно доли последовательных вычислений 

(очевидно, что должно выполнятся неравенство Чебышева, чем больше данных в блоке, тем меньше доля 

накладных расходов, вероятно, надо рассматривать канал с помехами (параграф 7)) и чтения сообщений 

(напомним, что размер очереди сообщений стремится к бесконечности, что соответствует белому шуму). В 

случае геометрического распараллеливания можно реализовать и сравнить стационарный процесс и 

установившийся процесс (сообщения точка-точка). Аналитическое решение для последнего в теории 

информации то же известно (хотя, термин установившийся процесс не используется и параллельные вычисления 

не рассматривались). Для этого вводится понятие информации связи (в нашем случае дуги графа), естественно, 

через условную вероятность, через нее же определяется симметричный канал, естественно, применяя 

перестановки, соответственно параграфы 6 и 8. При этом условное распределение на выходе канала при 

фиксированном входном сигнале предполагается известным (фактически строится передаточная функция). 

Пропускной способностью канала [𝑃(𝑦|𝑥), 𝑐(𝑥)]  называется максимальное значение информации связи между 

входом и выходом: 

С = 𝐶[𝑃(𝑦|𝑥), 𝑐(𝑥)] = sup
𝑃(𝑥)

𝐼𝑥𝑖,𝑗. 
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В случае полностью симметричного канала (решетка процессоров) формула выглядит достаточно простой 

(8.4.9): 

С = 𝑙𝑛𝑀 1 𝑝𝑗⁄ −𝑀𝑙𝑛 1 𝑝𝑗⁄ . 

В случае равномерного распределения формула имеет следующий вид 

С = 𝑙𝑛𝑀
𝑄(𝑑𝑦)

𝑃(𝑑𝑦)
−𝑀𝑙𝑛

𝑄(𝑑𝑦)

𝑃(𝑑𝑦)
., 

где 𝑄(𝑑𝑦) вспомогательная мера, на основание которой производится перестановка интервалов. 

Но эта формула выполняется разве что на ядре (в активной зоне) или в случае общей памяти, поскольку в 

рассмотренных случаях [14] функция штрафов зависит от одной переменной. Для геометрического 

распараллеливания можно сократить зависимости до одной переменной, учитывая, что при фиксированном 

количестве данных доля последовательных вычислений обратно пропорциональна количеству процессоров, то 

есть стремится к нулю (но не ноль) при количестве процессоров стремящимся к бесконечности. Чем больше 

данных на процессоре, тем сбалансированность вычислений лучше, что ведет к определенному противоречию. 

В практическом плане более важным является соблюдение определенных правил программирования при 

разработке параллельных программ, начиная с бинарного гомоморфного отображения и заканчивая 

установившийся процессом. Если график сильной масштабируемости соответствует логарифмической функции, 

то параллельную программу можно считать установившийся процессом по количеству блоков (если строго, то 

надо рассматривать линейную задачу фильтрации [4]: системы с шумом и измерений с шумом). С целью 

повышения производительности можно рассмотреть следующую задачу [5] экстраполяции (прогноза [4]) до 

момента остановки: 𝑁(𝑝 − 1) известно, надо найти N(p) при максимизации энтропии, которую авторы как раз и 

называют неоднородной задачей Марковского управления. Поскольку общее решение неоднородного уравнения 

является суммой фундаментальной системы решений и частного решения, рассмотрение неоднородной задачи 

автоматически ведет к увеличению энтропии и понижает размерность системы однородных уравнений (в нашем 

случае до одного). Неоднородную задачу можно получить из случайной замены времени (в [5] рассматривалась 

функция энтропии 𝑝 𝑁(𝑝) ⁄ или дробная линеаризации на ядре) 𝐿 = 𝑙ср𝑝 , дифференцируя по средней длине 

сообщения. На границе должно выполнятся условие, соответствующие линейному ускорению (максимизации 

энтропии) �̇� = 𝑝. 

Поскольку обрабатываются статистические данные, надо перейти к Марковским цепям (решению линейной 

системы алгебраических уравнений), что и будет является наилучшей аппроксимацией задачи максимизации 

эффективности параллельных вычислений модели обмена сообщениями:𝐻𝑝𝑋 = 𝑝, где 𝐻𝑝 – матрица обмена 

сообщениями (матрица смежности), на главной диагонали указано среднее время последовательных вычислений 

блока, а другие элементы соответствуют среднему времени передачи сообщений между процессорами, 

предполагается, что схема распараллеливания не меняется (не зависит от номера итерации). 

Матрица обмена сообщениями будет близка к симметричной поскольку ответное сообщение той же длины 

предположительно должно занимать немного больше времени. В таких случаях рассматривается задача Дирихле 

со стохастическим управлением вида регулятор с неполной информацией о состоянии системы назовём ее задача 

стохастического управления информацией. Но зато у этой матрицы будет другая симметрия, связанная с 

балансированными вычислениями, схемой распараллеливания и определением симметричного канала. 

Можно считать, что собственные значения отвечают за способ распараллеливания. Важно, что в итоге 

получаются матрицы определенных шаблонов, так для схемы мастер-рабочий не нулевыми являются главная 

диагональ и 𝑖 -строка и i –столбец (𝑖 – номер процессора, на котором расположен мастер). Для конвейера или 

линейки процессоров получается трехдиагональная матрица, для решетки пятидиагональная и т.д. 

Подробнее рассмотрим схему мастер-рабочий. Матрица смежности имеет следующий вид 

𝐻𝑝 = |

𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

… 𝑏
 0

⋮  
𝑏 0

⋱  
… 𝑎

|

1
2
⋮
𝑝

  . 

Система не совместна,  только когда  𝑎1,1 = 0 - время без учета подготовки и сохранения данных, то есть мастер 

не занимается счетом. Из последнего уравнения легко найти 𝑥𝑝  

𝑑𝑥 ≈ 𝑥𝑝 =
𝑝−𝑏𝑥1

𝑎
. 

В пространстве 𝐿2 приращение энтропии (коэффициент сдвига в диффузионном процессе)^ 

𝑑𝑥 = 𝑋𝑝 − 𝑋𝑝−1 ≈ 𝑥𝑝. 

С учетом вычислительной сложности алгоритма 𝑎 = 𝑓(𝑁) (коэффициент диффузии), а 𝑏 = ∇𝑓(𝑁), например, 

𝑓(𝑁) = 𝑁3  и балансировки загрузки по количеству процессоров приращение энтропии имеет вид; 

𝑑𝑥 = (
𝑃

𝑁
)
3

𝑝 − 𝑂 (
1

𝑁
) →  𝑑𝑥 ≈

𝑝4

𝑁3
. 
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Получается, что чем сложнее алгоритм, тем он лучше распараллеливается (масштабируется). Если положить,  
𝑝4

𝑁3
.=1 (максимальное значение энтропии равно единице) то получим выражение 𝑁 через 𝑝/ Конечно, приведенная 

оценка является грубой, но можно рассмотреть параметризованную модель белошумного случайного процесса, 

поскольку функция энтропии всегда 𝑝 𝑁(𝑝)  ≪ 1⁄  (подробнее в разделе про визуализацию). Эта функция 

является гармонической функцией (свойство среднего), следовательно, рассмотрение задачи о движущейся 

границе является обоснованным, которая СДУ называется задачей Якоби [4]. 

В качестве того, что функция штрафов выписана правильно, можно привести сравнение графиков бета-функции 

распределения Дирихле и эффективности параллельных вычислений для задачи решения СЛАУ методом 

Холецкого [19] в случае сбалансированных вычислений «pис. 2». 

Пусть 𝑋 = (𝑋1, … , 𝑋𝐾)~𝐷𝑖𝑟(𝑎) – распределение Дирихле и 𝑎0 = ∑ 𝑎𝑖
𝐾
𝑖=1 , тогда  

𝐸[𝑋𝑖|𝑎] =
𝑎𝑖

 𝑎0
. 

 
Рис. 2. Бета-функция и эффективность параллельных вычислений 

С точки зрения визуальной верификации графики похожи 

 

5. Примеры применения блочного подхода в других областях знаний 

Блочный подход в СДУ применятся достаточно часто, например, в глобальной модели сейсмичности земли [20], 

но количество блоков является фиксированным (например, количество литосферных плит). К сожалению, 

авторам не удалось найти примеров, когда количество блоков является переменным параметром. А эта задача 

является актуальной, не только для задачи прогноза производительности параллельных вычислений, но и для 

других задач экстраполяции (в общем случае задач стохастического управления информацией), которые 

приведены ниже. 

Рассмотрим аналогичный пример из области экономики – анализ данных Счетной Палаты. Сгенерирована 

матрица поставок по (автомобильным) номерам регионов «pис. 3» и определена гармоническая функция - 

отношение суммы поставок в регионе к количеству фирм в регионе, ее значение между регионами отображены в 

виде сфер в соответствующих элементах матрицы. Видно, что перестановкой строк из этой матрицы можно 

получить матрицу близкую к симметричной с учетом того, что заказывают всегда больше, чем надо (определена 

точная верхняя граница). Хотя значение регулятора является важным в экономике, оно связано и с нормой 

прибыли и уровнем коррупции, рассмотрим только задачу сокращается ли информационный разрыв между 

Москвой и другими регионами. Определим меру информационный разрыв, как отношение многомерного 

расстояния к географическому расстоянию, которое является вспомогательной мерой в производной Радона-

Никодима). Если рассматривать отношение информационных разрывов в задаче экстраполяции, то 

вспомогательная мера сократится. Если мера отношения будет возрастать, то информационный разрыв будет 

сокращаться и наоборот. А теперь рассмотрим эту же задачу, когда появился новый регион. Она уже была 

рассмотрена - количество блоков (регионов) является переменным параметром.  Можно рассматривать и типовые 

задачи кластеризации, но с точки зрения диссипативных систем – образования новых кластеров. Эта же модель 

примени для анализа распространения информации в интернет сетях, где в качестве параметра выступает не 

количество регионов, а количество информационных каналов (блогов).  
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Рис. 3. Матрица поставок по регионам 

Далее рассмотрим некоторые примеры задач стохастического управления визуальной информацией, 

сосредоточив основное внимание на применение блочного подхода в визуализации. 

 

6. Стохастическое управление визуальной информацией 

Синкхорновские (Sinkhorn) нейронные сети, в основе которых лежит теорема Синкхорна [21], используются для 

решения широкого класса транспортных задач; суперразрешение, сравнение двух дистрибутивов. Утверждается 

что, эти сети лучше по быстродействию и числу параметров, чем генеративные сети максимального 

правдоподобия. Далее будет рассмотрена возможность применения СДУ для задач на (сигнальных) графах как 

альтернатива традиционному применению нейронных сетей. Для параллельных вычислений функция, 

определенная на сигнальных графах, зависела от количества данных в этом параграфе зависимость от высоты 

(карта высот). Сначала будет рассмотрена задачи визуализации цифровой модели (неограниченной, плоской) 

поверхности (ЦМП) с фиксированным количеством блоков и переменным количеством данных в каждом блоке. 

Для этой задачи максимальное количество блоков зависит от количества данных, которое ограниченно памятью 

видеокарты, то есть является константой. В продолжение будет рассмотрена задача распознавания жестов 

младенцев на одном блоке как сравнение двух дистрибутивов (видеопотоков) здорового младенца и возможно с 

отклонениями в будущем. В принципе для задач распознавания количество блоков может быть переменным 

параметром, а не константой. В перспективе ставится цель решения задачи детекции объектов как композиция 

этих двух задач этих двух случайных процессов с разными видами неоднородности: колличество блоков и 

высота. 

 

7. Визуализация сеток как параметризованная модель белошумного случайного процесса 

Блок - это элемент хранения данных ЦМП (аналогично для задачи распознавания), матрица размером NxN, в 

каждой точке которой определена функция высоты над уровнем моря и константный цвет, соответствующий 

классу объекта, то есть задан сигнальный граф на решетке. ЦМП представляется набором таких матриц или 

блочной матрицей. При этом блок имеет иерархическую структуру – квадро-дерево, которая отражает разные 

уровни детализации по точности. Основной спецификацией визуализации является ее применение в VR 

(трехмерная графика), то есть в Банаховом пространстве (отображаются не точки, а интервалы), из-за этого 

между блоками образуются “стыки, дырки”, которые вызывают трудности при реализации алгоритмов 

рендеринга. Они должны особым образом обрабатывать границы блоков. В Гильбертовом пространстве (для 

растровой графики) таких проблем нет. Основное отличие трехмерного графического подхода от стандартного, 

применяемого в СДУ заключается в том, что предел ступенчатой функции должен быть определен не в топологии 

поточечной сходимости, а в компактно-открытой топологии, что сделано с целью построения непрерывного 

отображения (визуализации) с точки зрения зрительного восприятия. 

При облете ЦМП подгружаются блоки с учетом функции минимума расстояния между камерой и блоком с 

наихудшей точностью, с дальнейшим улучшение точности. Приложение визуализации выполнено средствами 

WebGL при этом реализовано абстрагирование шейдеров аналогично абстрагированию параметров, то есть 

шейдер – это функция зависящая, например, от положения камеры. Фактически реализованы реактивные 

вычисления на уровне видеокарты. Конечно данное направление интересно, но как же отмечалось 

рассматриваться не будет. 

Приведем виды отображения, реализованные на блоке. Самое простое –это облако точек, которое 

рассматриваться не будет, поскольку не является непрерывным отображением с точки зрения зрительного 

восприятия, в преобразование Лапласа оно называется “оригиналом”. На «pис. 4» для сравнения приведены два 

малоразличимых между собой вида отображения, но с разной моделью визуализации. Слева стандартная 

полигональная графика – барицентрические координаты. Справа визуализация столбиками. Столбик – это 

метафора. Этот вид отображения иногда называют статистической призмаграммой (четырехугольная призма) - 

трехмерный аналог диаграммы. С точки зрения математика – это обратное преобразование для “изображения” в 
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преобразование Лапласа, что и требуется показать, для начала по построению. (Визуализацию часто 

рассматривают как решение обратной задачи, скорее надо говорить о решение сопряженной задачи). 

 
Рис. 4.  Задачи визуализации цифровой модели поверхности. Слева поверхность изображена треугольниками, 

справа – столбиками. 

 

На «pис. 5.» показано как строится статистическая диаграмма для двумерного случая. Формальное описание 

будет приведено ниже, пока что ограничимся декларативным с использованием когнитивной визуализации. 

Исторически термин когнитивная визуализации происходит из решения математических задач графическим 

способом [22]. Статистическая диаграмма - это направленная ступенчатая функция, функция высоты, 

математическое ожидание значения которой соответствует середина отрезка, интервала (показано красной 

точкой), что соответствует интегралу Стратоновича. В трехмерном пространстве двумерный интервал с учетом 

детализации и направления нормалей принято называть микрогранью. Например, в компьютерной визуализации 

микрограни используются для отображения шероховатой поверхности. Очевидна связь микрограни с конусом 

нормалей. С учетом уровня детализации (точности) можно рассматривать кратный интеграл Стратоновича по 

пространственным переменным (стационарный процесс), в пределе равный двойному. В дополнение на виде 

отображения, так же прорисовываются “ступеньки” - частные производные (показано красным отрезком), что 

сделано с целью непрерывности отображением с точки зрения зрительного восприятия. Стоит подчеркнуть, что 

для проекции на плоскость двойной интеграл Ито нарисовать столбиками не получится в отличие от проекции 

на сферу или цилиндр, применение, которых планируется при реализации волнового уравнения рендеринга как 

диффузионного процесса. Известно, что для одностороннего преобразования дисперсия стремится к 

бесконечности. Конечно, можно было бы отображать значение высоты в квадрате, но такой рисунок не имеет 

смысла. Кроме того, перспективная проекция и аффинные преобразования изображения являются линейными, 

поэтому не влияют на дисперсию (например, для дисперсии Алона), что важно при непосредственно 

взаимодействием с ЦМП. 

 
Рис. 5.  Статистическая диаграмма - ступенчатая функция 

Стоит отметить, что в качестве базового вида отображения выбрана визуализация столбиками, потому что, во-

первых, в ЦМП много вертикальных линий –ступенек, во-вторых, меньше площадь дырок и они расположены 

вертикально, а не в горизонтальной плоскости как в случае с полигональной графикой «pис. 6». 
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Рис. 6. Слева видны артефакты (синие линии, цвета фона на границах блоков), справа показано разбиение на 

блоки 

Возникает вопрос можно ли убрать артефакты в изображение, например, рассмотрев транспортную задачу на 

границе блоков. В случае полигональной графики ответ очевиден: можно ввести фиктивную линию (теневую 

грань) на границе, и взять среднее значение высоты в точке (производную). Конечно, здесь есть определённые 

трудности в смысле программирования, на которых останавливаться не будем. Но этот подход в случае 

визуализации столбиками не сработает «pис. 7» приведен для сравнения артефактов эти двух видов отображений. 

 
Рис. 7. Вверху артефакты в случае полигональной графики, внизу в случае визуализации столбиками 

 

Чем же являются дырки в случае визуализации столбиками? Это интегральная метрика - метрика Васерштейна 

для частных производных: 

∑ |||∇𝑓(𝑣𝑖)||2
2

𝑣𝑖∈𝑉𝑗⃐⃗⃗⃗⃗
, 

где 𝑣𝑖 – узел  графа, 𝑓(𝑣𝑖) – высота, 𝑉�⃗⃗⃐� – внутренняя граница блоков. 

Интегральная метрика является более информативной чем векторное поле. Вряд ли математики рассматривали 

задачу убирания дырок, наверное, здесь можно поколдовать с распределение Дирихле или со стохастическим 

управлением, но подобное решение все равно приведет к обменам между блоками. Вероятно, можно обойтись 

без обменов, приблизительно доопределив частную производную на границе симметрично вниз с предыдущих 

ячеек, поскольку для неравенства Маркова, являющемся частным случаем неравенства Чебышева, выполняется 

правило трех сигм. 

Этот же подход визуализации ЦМП применим и для трехмерных сеток, когда вместо /(графического) фильтра 

проекция интерактивно применяется фильтр сечения плоскостью (или сечения сферой для волнового уравнения 

рендеринга), как следствие возникает необходимость определения формулы Ито для фильтров. Так же сетка не 

обязательно должна быть регулярной, ее всегда можно реструктурировать по окта-дереву.  В многомерном 

случае используется матрица рассеивания, которая на прямую связана с определением полностью заданного 

случайного процесса «pис. 8», где вместо “оригинала” (облака точек) используется визуализация столбиками. 
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Рис. 8. Матрица рассеивания, слева для облака точек [23], справа для параллельных координат [24], которые 

можно рассматривать как полный дифференциал [25] 

На этом декларативное описание задачи закончим, формализация в основном будет базироваться на монографии 

[26] Д. Ф. Кузнецова: “Некоторые вопросы теории численного решения стохастических дифференциальных 

уравнений Ито.” 

 

8. Формализация задачи визуализации сеток 

Начнем с обобщение интеграла Ито. Чтобы перейти к интегралу предел суммы определяется особым способом с 

использованием ступенчатой функции [4]: 

∑𝑓(𝑡𝑖
∗, 𝜔)

𝑖

(𝐵𝑖+1 − 𝐵𝑖)(𝜔) 

Интеграл Ито:  𝑡𝑖
∗ = 𝑡𝑖  - левый конец отрезка. Обозначается: 

∫ 𝑓(𝑡, 𝜔)
𝑇

𝑆
𝑑𝐵𝑡(𝜔). 

Функция 𝑓(𝑡, 𝜔) является измеримой, согласованной и: 

𝐸(∫ 𝑓(𝑡, 𝜔)2
𝑇

𝑆

𝑑𝑡) < ∞ 

Важное свойство интеграла Ито состоит в том, что он является мартингалом 

Интеграл Стратоновича: :  𝑡𝑖
∗ = (𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)/2  - середина отрезка. 

Можно определить обобщение интеграла Ито через предел по вероятности: 

∫ 𝑓(𝑠, 𝜔)
𝑡

0
𝑑𝐵𝑠(𝜔) = lim

𝑛→∞
∫ 𝑓𝑛(𝑠, 𝜔)
𝑡

0
𝑑𝐵𝑠(𝜔), 

где 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝑊𝐻,, 𝑓𝑛 - ступенчатые функции :  ∫ |𝑓𝑛 − 𝑓|
2𝑡

0
𝑑𝑠 → 0 по вероятности (по мере относительно P). 

Очевидно, что определение энтропийной устойчивости так же является обобщением интеграла Ито через предел 

по вероятности. Аналогичное определение используется в [26]: 

Определение 1.2 Последовательность случайных величин 𝜉𝑘(𝜔) называется сходящейся с вероятностью единица 

или почти наверное к случайной величине 𝜉(𝜔) : 𝜉𝑘
п.н.
→ 𝜉 при 𝑘 → ∞ , если: 

𝑃{𝜔: 𝜉𝑘 → 𝜉 при 𝑘 → ∞} = 1. 

Эта последовательность так же называется фундаментальной сходящейся с вероятностью единица. 

Фундаментальность последовательности случайных величин является необходимым и достаточным условием 

существования ее предела, что называется критерием Коши. 

Рассмотрим отличие стандартного определения полностью заданного случайного процесса от определения в 

Банаховом пространстве. 

Случайный процесс считается полностью заданным, если заданы его конечномерные распределения - набор 

функций распределения, которые определены для любого  𝑘 ≥ 1  соотношениями: 

𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) = 𝑃{⋂ {𝜉(𝑡𝑗 , 𝜔) < 𝑥𝑗}
𝑘
𝑗=1 }, 

где  𝑥𝑗 ∈ 𝑅
𝑗. 

Справедливо и обратное утверждение, установленное Колмогоровым:  

Если функции 𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘)при всех 𝑘 ≥ 1 удовлетворяют условиям: 

1. 𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘)- является совместной функцией распределения k случайных величин; 

2. справедливо тождественное равенство: 𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) ≡ 𝐹𝜉(𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖𝑘𝑡𝑖1 , … , 𝑡𝑖𝑘) ;для любой 

перестановки 𝑖1, … , 𝑖𝑘 чисел 1,… , 𝑘; 

3. lim
𝑥𝑘→+∞

𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) = 𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘−1, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−1)/ 

тогда существует такой случайный процесс 𝜉(𝑡, 𝜔) , совместными функциями распределения которого являются 

функция : 
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𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘). 

Таким образом, совокупность совместных функций распределения значений случайного процесса 𝜉(𝑡, 𝜔) 

является его исчерпывающей характеристикой. 

 Если функции распределения 𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) имеют конечную смешанную k-ую производную, то 

существуют совместные плотности распределения значений случайного процесса  𝜉𝑡 в соответствующие 

моменты времени: 

𝑝𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) =
𝜕𝑘

𝜕𝑥1…𝜕𝑥𝑘
𝐹𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘). 

В Банаховом пространстве матрица частных производных, как и ковариационная матрица, являются 

несимметричными (производная слева не равна производной справа). Для симметричной матрицы количество 

перестановок равно 𝑘!, а для несимметричной - 2𝑘. В общем случае надо применять теорему Синкхорна [21]. 

Гильбертово пространство является Банаховым, то можно рассматривать симметричные матрицы в пределе. В 

этом случае как раз и возникают кратные интегралы. Очевидно, что детализация на одном блоке задает 

сжимающее отображение, следовательно, можно применять теорему Банаха о неподвижной точке. Стандартно, 

для численного решения задач применяются Гауссовы процессы, центрирование фундаментальной 

последовательности и преобразование Лапласа. 

Случайный процесс называется гауссовским, если все его совместные плотности распределения являются 

гауссовскими: 

𝑝𝜉(𝑥1, … , 𝑥𝑘 , 𝑡1, … , 𝑡𝑘) =
1

2𝜋
𝑘
2|𝐾|

1
2

exp (− −
(𝑥−𝑚)𝑇𝐾−1(𝑥−𝑚)

2
), 

где 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑘)
𝑇, 𝑚 = (𝑚1, … ,𝑚𝑘)

𝑇, 𝑚𝑖 = 𝑀{𝑚𝑖}, ковариационная матрица 𝐾 = 𝐾𝑇 > 0. 

Процесс °
𝜉𝑡
=𝜉𝑡 −𝑀{ 𝜉𝑡} называется  центрированной составляющей процесса 𝜉𝑡 . 

Функция: 𝑅𝜉(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀 { °
𝜉𝑡1

°
𝜉𝑡2

} называется корреляционной функцией процесса 𝜉𝑡, причем: 

𝐷{𝜉𝑡} =  𝑅𝜉(𝑡, 𝑡) , 

где 𝐷{𝜉𝑡} -дисперсия случайного процесса 𝜉𝑡 

Для того, чтобы функция 𝑅𝜉(𝑡) при 𝑡 ∈ (−∞,+∞) была корреляционной функцией стационарного в широком 

смысле случайного процесса 𝜉𝑡 , удовлетворяющего условию: 𝑀{ (𝜉𝑡+𝜏 − 𝜉𝑡)
2} ⟶ 0 при 𝜏 ⟶ 0, необходимо и 

достаточно, чтобы она допускала представление: 

𝐹𝜉(𝜔) = ∬ 𝑒𝑖𝑡𝜔𝑑𝐹𝜉(𝜔)
∞

−∞
,где 𝐹𝜉(𝜔) ) 

- произвольная неотрицательная ограниченная монотонно неубывающая функция, непрерывная слева. 

𝐹𝜉(𝜔) называется спектральной функцией, если она абсолютна непрерывна и 

𝐹𝜉(𝜔) = ∬ 𝑆(𝑢)𝑑𝑢
∞

−∞
, 

где 𝑆(𝑢)спектральная плотность процесса 𝜉𝑡. 

Очевидно, что частным случаем спектральной функции (например, RGB) является преобразование Фурье. 

Преобразование Фурье со сдвигом (точное значение не совпадает с его магматическим ожиданием) принято 

называть преобразованием Лапласа. Таким образом визуализация столбиками есть обратное преобразование 

Лапласа в Банаховом пространстве. 

Очевидно, что задачу визуализации ЦМП можно свести к параметризованной модели белощумного случайного 

процесса [26] параграф 1.3, положив 
𝑝

𝑁
= 𝜇 → 0, где количество блоков р = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜇 – малый параметр. Анализ 

динамики интерактивной визуализации при случайных внешних воздействиях пользователя сводится к 

исследованию вероятностных и статистических свойств решений систем дифференциальных уравнений, 

возмущенных случайными процессами (стохастическому управлению). Система дифференциальных уравнений 

для параметризованной модели белошумного случайного процесса имеет вид: 

𝑥�̇� = 𝑎(𝑥𝑡 , 𝑢(𝑡), 𝑡) + ∑(𝑥𝑡 , 𝑡)
1

𝜇
𝜉 1
𝜇2

; 𝑥0 = 𝑥(0). 

Задача визуализации ЦМП является стационарной линейной (подробнее [26] параграф 1.3) и потому не очень 

интересная с точки зрения математики. 

Определенную ценность имеет и разработка метафор визуализации и взаимодействия сопряженных с 

математической моделью. Визуализация столбика не такая уж элементарная метафора с учетом блочного 

подхода. Кроме того, она порождает другую метафору – интегральную метрику для частных производных как 

альтернатива векторному полю. 

IV. Результаты экспериментов 



Scientific Visualization and Visual Analytics                                                                                            GraphiCon 2024 

________________________________________________________________________________________________ 

344                                                                                                        17–19 September 2024, Omsk, Russia 

Разработка системы онлайн визуализации и параллельных вычислений имеет прикладной характер, с ее 

помощью авторы намерены разрабатывать специализированные системы визуализации, в том числе связанные с 

результатами параллельных вычислений. Основные результаты экспериментов относительно параллельной 

части изложены в работе [9]. Для сложных систем валидации недостаточно нужна верификация, чему и 

посвящена данная работа. Важное направление – разработка языка программирование в данной работе 

упоминается, но не рассматривается, как и реактивные вычисления, частным случаем которых является 

параллельная фильтрация данных [5].  

V. Обсуждение результатов 

В рассматриваемых примерах возмущение в параметризованной модели белошумного случайного процесса 

связано с количеством данных: вычислительной точностью, длиной очереди задач, длиной сообщений. Задача 

визуализации ЦМП является стационарной линейной (подробнее [26] параграф 1.3) и потому не очень интересная 

с точки зрения математики, но сам блочный подход является перспективным, потому что есть более сложные 

задачи, например, разработка тренажеров с обратной связью, задача детекции на карте высот, рассмотрение 

которой начнем с задачи распознавания жестов младенцев. 

Существует значительное количество работ по применению нейронных сетей для распознавания поведенческих 

шаблонов во временных рядах, в том числе и для жестов, но их использование не дает гарантии, что поставленная 

задача решена правильно. Фактически будет рассматриваться задача Коши, то есть при каких условиях задача 

распознавание жестов младенцев имеет решение. 

Многолистный скелет определяется как многолистная фигура (плоская фигура с самопересечениями) [27]. Будет 

рассматриваться нетривиальная задача, когда многолистные скелеты младенцев анатомически подобны. 

Срединная ось плоской фигуры представляет собой множество внутренних точек фигуры, каждая из которых 

имеет, по меньшей мере, две ближайшие граничные точки. Известны решения задачи коммивояжера для графов 

Делоне (Евклидово минимальное остовное дерево [17]), так же графы Делоне (диаграммы Вороного) 

применяются для распознавания жестов (считается, что расстояние между узлами графа (многолистного скелета) 

не меняется). Для решения поставленной задачи важным предположением является, то что узел графа (сустава) 

имеет площадь (задача с неопределенностью). В этом случае срединная ось как объединение прямых и 

параболических отрезков плоской фигуры, например, для сустава локтя, схематично представлена на «pис. 9». 

 

Рис. 9. Срединная ось сустава (с) – вогнутый четырех угольник, вершины которого соединены параболам 

Численное, достаточно точное построение субдифференциала в трехмерном пространстве, как и срединной оси 

проблематично, поэтому будет рассматриваться другая задача – нахождение списка собственных значений 

линейно независимых подмножеств (окрестностей разных суставов) для карты высот, к которой применено 

преобразование Лапласа.  Список собственных значений фактически определяет субэнтропию. Если два 

дистрибутива здорового и потенциально больного младенца разделяются, то у них должен быть разный набор 

передаточных функций (жестов), следовательно, и собственных значений. Дистрибутив представляет собой 

карту высот, изменяющуюся во времени. Берем два близких по времени кадра вычитаем один из другого 

получаем матрицу с большим количеством “нулевых” элементов, имеющую блочную структуру.  К блоку 

применяем преобразование Лапласа. Строим по нему передаточную функцию, которая существует по теореме 

Синкхорна [21]: 

Если 𝐴 — матрица размера  𝑛 × 𝑛 со строго положительными элементами, то существуют диагональные матрицы 

𝐷1 и 𝐷2 со строго положительными диагональными элементами такие, что 𝐷1𝐴𝐷2 дважды стохастическая 

матрица. Матрицы 𝐷1 и 𝐷2 уникальны по модулю умножения первой матрицы на положительное число и деления 

второй на то же число. [21]. 

Простой итерационный метод приближения к двойной стохастической матрице состоит в том, чтобы поочередно 

масштабировать все строки и все столбцы матрицы 𝐴, чтобы в сумме получить 1. 

Поскольку рассматривается задача на остовных графах с неопределенностью, возможно, необязательно брать 

разность кадров, достаточно нахождение собственных значений для бесконечной последовательности кадров 

(для каждого кадра по отдельности). 
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Можно сделать вывод, что задача распознавания жестов младенцев является перспективной в плане решения, 

хотя известного математического аппарата явно недостаточно. 

Авторов интересуют и другие постановки задач, связанные с применением стохастической семантики в области 

визуализации, имеющие как прикладной, так и теоретический характер. Например, формула Ито для графических 

фильтров (параллельная фильтрация данных), рассмотрение волнового уравнения рендеринга как 
параметризованной модели белощумного случайного процесса (геометрическое решение).  

VI. Выводы и заключение 

Для верификации программного обеспечения, как и для визуализации в данной работе использованы СДУ, 

теория информации, сигнальные графы. Этот подход назван стохастической семантикой. Важно, что визуальный 

процесс является параллельным процессом (взаимодействующие последовательные процессы Хоара) с точки 

зрения программирования и случайным процессом с точки зрения математического моделирования. 

Расмотрение задач, связанных с действительно большими данными, неизбежно ведет к использованию блочного 

подхода. В параллельных вычислениях блок можно ассоциировать с процессором и рассмотреть задачу 

максимизации энтропии (производительности). В разрабатываемой динамической системе онлайн визуализации 

и параллельных вычислений для геометрического распараллеливания можно реализовать и сравнить 

стационарный случайный процесс и установившийся случайный процесс, которые имеют разные аналитические 

решения. Это позволяет сделать вывод, что предложенная реализация стационарного процесса имеет 

определенную новизну. 

В области верификации визуализации сделано не так много – предложена визуализация сеток, рассматриваемая 

как параметризованная модель белошумного случайного процесса. Авторов интересуют и другие постановки 

задач, связанные с применением стохастической семантики в области визуализации. Особо хочется отметить 

исследовательскую серию работ по обобщенному вычислительному эксперименту [28]. 

Конечно, данную работу нельзя считать завершенной, но направление, которое авторы назвали стохастическая 

семантика очевидно является перспективным. 
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